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INTRODUZIONE

La stima classica di Alexandrov-Bakelman-Pucci (o ABP) & una stima
uniforme per soluzioni del problema di Dirichlet associato a operatori
uniformemente ellittici del secondo ordine con coefficienti misurabi-
li e limitati, scritti non in forma di divergenza. La sua caratteristica
principale & quella di essere uno strumento fondamentale nella teo-
ria della regolarita per equazioni ellittiche completamente non lineari.
Tuttavia, il metodo ABP & piuttosto generale e pud essere adattato a
un’ampia varieta di problematiche, come 1'ottenimento di un principio
di massimo in domini di misura piccola, nonché la semplificazione delle
dimostrazioni di diverse disuguaglianze isoperimetriche e di Sobolev.

L’obiettivo di questo corso di dottorato e introdurre in dettaglio il
metodo ABP, discutere alcune delle sue generalizzazioni e perfeziona-
menti e fornire una panoramica dettagliata e completa di tutte le sue
applicazioni, evidenziando esplicitamente i miglioramenti derivanti dal-
l'utilizzo di questa tecnica rispetto a strumenti precedenti e pit classici.

Il presente testo ripercorre il contenuto del corso di dottorato inti-
tolato “Il metodo di Alexandrov-Bakelman-Pucci e le sue applicazioni”
tenuto nel secondo semestre dell’anno accademico 2023-2024, presso
il Dipartimento di Matematica e Applicazioni “Renaro CaccroppoLr1s”
dell’Universita degli Studi di Napoli FEpErico II dal Professor DANIELE
CASTORINA, e riproposto nel mese di Luglio 2025 presso Il Dipartimento
di Matematica ed Informatica dell’Universita degli Studi di Cagliari e
seguito dagli studenti FiLirro CASSANELLO, MARCO CASULA E ALESSAN-
DRO COLUMBU che ne hanno riportato i contenuti in questo testo.

Per qualsiasi segnalazione riguardante eventuali errori tipografici si
invita a contattare daniele.castorina@unina.it ringraziando anticipa-
tamente per l'interessamento e il contributo fornito.






IL PRINCIPIO DEL MASSIMO ED IL LEMMA DI HOPF

Sia QO C R" un aperto, u € C2(Q) N C(Q) e L: C>(Q) — C(Q) tale che
Lu = Z ajj(x 81]u+2b )o;u + c(x)u (1.1)
i,j=1 =

in cui i coefficienti ai]-,bi,c sono funzioni continue, e in particolare
ajj =aj perognii,j=1,...,n e soddisfano

M) [E[* < ay&E < Ax)[E)? (1.2)

per ogni x € () e per ogni { € R", dove A(x) e A(x) sono, rispettiva-
mente, il piti piccolo e il pit1 grande autovalore di L.
Come esempio, per l'operatore A si ha che (a;;) = I, (b;) =0ec =0.

Definizione 1.1. L'operatore L si dice:
e ellittico in () se A(x) > 0 per ogni x € ();

e strettamente ellittico in () se A(x) > Ay > 0 per ogni x € ();

e uniformemente ellittico in €} se ¢ ellittico in Q e 3 (( )) ¢ limitato per
ogni x € ();

Osservazione 1.2. Se L ¢ ellittico in (), allora & anche strettamente
ellittico in ogni sottodominio di Q.

Teorema 1.3 (Principio del massimo con ¢ = 0). Sia L ellittico in Q)

by (x)

limitato. Supponiamo inoltre che /\( j sia inferiormente limitato e
c(x) =0.

(A1) Se Lu > 0, allora supu = sup u;
Q Q)

(Ap) Se Lu <0, allora infu = infu.
Q a0

Nei casi (A1) e (Ap) la funzione u si dice, rispettivamente, sottosoluzione
e soprasoluzione.
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Dimostrazione. Procediamo a dimostrare (A1) (il caso (A;) & analogo).
Sia Lu > 0. Consideriamo x € () e supponiamo per assurdo che

u(xg) = maxu(x).
Q

Questo implica che Vu(xg) = 0 (vettore nullo) e D?u(xp) < 0, otte-
nendo di conseguenza Lu(xp) < 0. Nella situazione in cui Lu > 0,
cerchiamo di ricondurci al caso precedente considerando ¢(x) = 7™
con 7y >> 1. Calcoliamo

Lo(x) =Lem™ = (o +9b1(0) = Ale)y (74 ST e

>A(x)y(y +b)e™,

dove abbiamo usato le ipotesi

ayp > A(x) e >D.

Notiamo che se v > —b, allora L(x) > 0. Possiamo quindi affermare
che L(u +&e¢p) > 0, con & > 0, che implica

sup(u +e@) = sup(u + €¢).
Q 00
Facendo tendere ¢ — 0, otteniamo la tesi. O

Alla luce della precedente dimostrazione, notiamo che sarebbe sufficien-
te supporre la limitatezza del dominio rispetto alla sola direzione x1,
purché si sappia a priori che u sia limitata superiormente. In ogni caso,
l'ipotesi della limitatezza di () in almeno una direzione e fondamentale:
come controesempio consideriamo

Q={x,y>0}, u(x,y)=xy e Lu=Au.
Si ha che Lu = 0 ma

0=supu <supu = +oo.
o0 Q

Anche l'ipotesi c(x) = 0 non pud essere tralasciata: sia infatti
u:[0,7] =R, dove u(x)=sinx e Lu=u"+u.

Anche qui si ha che Lu = 0 ma

Ozs;gau<sgpu=u(g):l.

Siano ora ut = max{0,u} e u~ = min{0, u}. Allora vale il seguente:
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Teorema 1.4 (Principio del massimo con ¢ # 0). Sia L ellittico in )

limitato. Supponiamo inoltre che b/\l(%) sia inferiormente limitato e

c(x) <0.

(B1) Se Lu > 0, allora supu < sup ut;
9] Q)

(By) Se Lu <0, allora infu > infu~;
Q 20

(B3) Se Lu = 0, allora sup |u| = sup |u|.

Q Q)
Dimostrazione. Dimostriamo il caso (B;) (il caso (53;) € analogo e (33) &
'unione dei due precedenti). Consideriamo QO+ = {x € O : u(x) > 0}

e supponiamo che O # @: se cosi non fosse si avrebbe u < 0 in () ed
ut = 0 su 9Q) che darebbe supg, 1 < sup,, u*. Se Lu > 0, definiamo

i 7
Lou = Z aij(x)aiju + Zbi(x)aiu > —c(x)u.
i=1 i=1
Vale quindi (A4;) in QF:

Supu =supu =supu =supu.
O ot o0+ 00

Un esempio in cui vale la disuguaglianza stretta ¢ il seguente: sia

2
u(x):—1—7 in [-1,1] e Lu=u"—u

SihacheLu>0in[-1,1] e

~1=sup u< supu’ =0.
[-11] x==%1

Corollario 1.5 (Unicita del problema di Dirichlet). Sotto le ipotesi del
Teorema 1.4, se

Lu=Lv inQ),
U=10 su 0(Q),

allora u(x) = v(x) in Q.

Dimostrazione. Si applica (B3) aw = u —v. O
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La seguente definizione ci servira per enunciare il Lemma 1.8.

Definizione 1.6 (Condizione della sfera interna in xp). Diciamo che Q)
soddisfa la condizione della sfera interna in xo € 0Q) se esiste Br(y) C Q)
tale che 00 N dBR(y) = {x0}.

Osservazione 1.7. Se dQ) e di classe C2?, allora la condizione della sfera
interna e soddisfatta in ogni punto xy € 9Q). Si dimostra, inoltre, che
un dominio verifica la condizione di sfera interna (ed esterna) se e
solo se il suo bordo & di classe C!'! (si veda per esempio [12]). Per
quanto riguarda regolarita piti deboli, purtroppo non é possibile trarre
conclusioni generali. Come esempi possiamo considerare:

e la parte interna di una cardioide di equazione p = 1 4 cost, con
t € [0,27]: la condizione della sfera interna e soddisfatta anche
nel punto di cuspide (0,0) (basta considerare la palla B% (1,0)),

ma la curva non & nemmeno di classe C!;

e linsieme Q = {(x,y) € R?: y > |x|'**}, a € (0,1): il suo bordo
¢ di classe C1*, ma per qualsiasi raggio > 0 la palla B,(0,r) non
é contenuta in Q). Infatti, il bordo inferiore della palla e dato da
y=r—+r2—x2%eper x — 0 siha lo sviluppo

2
X
r—Vr2—x2~ 5 = o(|x|'**),
in quanto 1 + &« < 2. Ne segue che, per x sufficientemente piccolo,

r—\r2— a2 < |x['t,

e quindi la palla non & contenuta in Q).

Grazie al Principio di Massimo possiamo dimostrare il seguente celebre
Lemma dovuto a Eberhard Hopf.

bi(x)

Lemma 1.8 (Hopf). Sia Lu > 0 con L uniformemente ellittico, )

superiormente limitato per ognii =1, .., n e c¢(x) = 0. Supponiamo che:
e () soddisfi la condizione di sfera interna in xy € 9Q);
e u(x) sia continua in xo;

e esista d > 0 tale che u(x) < u(xp) in Bs(xg) N Q.
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ou
Allora, se esiste, a(xo) > 0, dove v & la normale esterna a (). Tale

conclusione continua a valere se ¢(x) < 0 con % <ceu(xg) >0

oppure se c(x) & di segno qualunque e u(xp) = 0.
Osservazione 1.9. Se nelle ipotesi troviamo Lu < 0 e u(x) > u(xp) in

%)
Bjs(x0) N, allora chiaramente vale %(xo) <0;

Dimostrazione del Lemma di Hopf. Siccome () soddisfa la condizione del-
la sfera interna, esiste R > 0 tale che Br(y) C Qe 9QN0Br(y) = {x0}
Per ogni p € (0, R) definiamo v(x) = e — ¢=oR dove r = |x —y| >
p e a >> 1. Supponendo che ¢ < 0, calcoliamo ora

n

Lo(x) e l4a2 .Zl ajj(x) (x; — i) (xj — yj)
i,j=

n

—2u Z (aii(x) + bi(x) (xi - yl))

i=1
> [40(2)\(9()1’2 — 20 (A(x) + A(x)br) + c(x)}

Ze*""z)t(x) {40{272 —2u (i\\((;c)) + br) + C}

+c(x)v(x)

>0

bi(x)
Ax)
e che % < ¢. Consideriamo w(x) = u(x) — u(xg) + ev(x): poiché

<b

in Br(v) \ Bo(y) per a abbastanza grande, dove abbiamo usato
)

u(x) < u(xg) su dB,(y), scegliamo & abbastanza piccolo in modo da
avere w(x) < 0 su 9dB,y(y). Inoltre, dato che v = 0 quando r = R,
abbiamo che w(x) < 0 anche su 0Bg(y) e

Lw(x) = Lu(x) + eLv(x) — c(x)u(xg) > —c(x)u(xop),

perché Lu(x) > 0, eLv(x) > 0. A questo punto, sia se ¢(x) = 0 oppure
se ¢(x) < 0con u(xg) > 0, si ottiene che Lw(x) > 0.

Di conseguenza, per (A;) (se c(x) = 0) o (B1) (se ¢(x) < 0) si ha che
w(x) < 0in Br(y) \ By(y). Percio

che implica

—(x0) > —sg—z(xo) = 2aRe R > 0.



IL PRINCIPIO DEL MASSIMO ED IL LEMMA DI HOPF

Infine, nel caso che c sia di segno qualunque ma u(xy) = 0, basta
sostituire ad L 'operatore L — ¢ nelle stime precedenti per ottenere la
medesima tesi. O

Il Principio di Massimo classico garantisce la non negativita (non
positivita) delle soluzioni, ma spesso tale informazione non ¢ sufficiente
e si necessita di una stretta positivita (negativita) che puo essere ottenu-
ta, come corollario del Lemma di Hopf, grazie al seguente Principio di
Massimo Forte (di seguito PMF).

Teorema 1.10 (Principio del Massimo Forte). Sia () connesso ed L
uniformemente ellittico, c(x) = 0 e Lu(x) > 0 (Lu(x) < 0). Se u
raggiunge il massimo (minimo) in (), allora u & costante. Nel caso in
cui c(x) < 0e £ &limitato, u non pud assumere un massimo positivo
(o un minimo negativo) a meno che non sia costante.

Osservazione 1.11. Chiaramente, se c(x) < 0 in qualche punto allora
necessariamente la costante del teorema & 0. Inoltre, se u = 0 in un
massimo o un minimo interno, segue dalla dimostrazione che u = 0
qualsiasi sia il segno di c(x).

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che u non sia costante e che
quindi assuma il suo massimo M > 0. Definiamo allora Q™ = {x €
Q:u(x) < M} C Q) ed osserviamo che dalla connessione del dominio
segue che 00}~ N Q) # @. Scegliamo xp € Q™ tale che d(xp,0Q27) >
d(xg,0Q)) e consideriamo la piu grande palla B(xg) C Q. Esiste
quindi un y € dB(xg) tale che u(y) = M mentre u < M in B(xp). Dal
precedente Lemma 1.8 si avrebbe che %(y) > 0, che & assurdo perché
Vu(y) = 0 essendo y un punto di massimo. Perciod u & costante. O

Sarebbe auspicabile, vista la possibile mancanza di regolarita della
soluzione e/o del dominio, dimostrare il PMF senza ricorrere al Lemma
di Hopf. Cio & reso possibile dalle Disuguaglianze di Harnack deboli per
sopra/sotto soluzioni.

Ad esempio, se u > 0 in Q) verifica Lu > 0 in (), per ogni xy € ()
esistono una costante C > 0 ed un piccolo 4 > 0 tali che

inf u> C/ u (1.3)
B0 oyt ’

In particolare, se u(xg) = 0 allora avremmo u = 0 in Bys(xp). Quin-
di il luogo di zeri di u, che e chiuso vista la continuita, sarebbe anche



IL PRINCIPIO DEL MASSIMO ED IL LEMMA DI HOPF

aperto grazie alla (1.3); da cui, data la connessione del dominio, abbia-
mo che u é strettamente positiva oppure ¢ identicamente nulla, cioe
esattamente il PMF.

Tuttavia, la dimostrazione della (1.3) & laboriosa e fa uso dello
schema iterativo alla De Giorgi-Nash-Moser: per maggiori dettagli si
veda [9, Teoremi 8.17 e 8.18].






CONDIZIONI SUFFICIENTI PER IL PRINCIPIO DEL
MASSIMO

Sia
n n
Lu =Y a;j(x)d5u+ )_ bj(x)9;u + c(x)u.
ij=1 i=1
Definizione 2.1. L soddisfa il Principio del Massimo (PM) in () se
Lu>0inQ) e u<0sudd = u<0inQ.

Quali condizioni deve soddisfare il termine c(x) affinché valga il
PM? Innanzitutto vediamo il seguente:

Controesempio.

Sia () un aperto limitato con bordo regolare. Consideriamo L = A ed il
suo primo autovalore dato da

2
AM(=A,Q) = inf MLZ'
HiO\{0} Jou

dove H}(Q) = {u € HY(Q) : u|yn = 0}. Consideriamo quindi L; =
A+ Ay, dove A, e il secondo autovalore di —A. Allora:

Proposizione 2.2. L non verifica il PM.

Dimostrazione. Se l’autofunzione ¢, soddisfa

7A§02 = /\z(pz in Q,
g2 =0 su dQ),

allora

/\2/ (P1<P2=—/ (PlA(PZZ/ V<P1~V<pz=—/ Ap19
(@) (@) O O

=\ / Q192
19

11
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Dal passaggio precedente si deduce che

(A2 — /\1)/ Q192 =0,
o)

e, unito al fatto che A, > A; e alla positivita di ¢; grazie al Teorema 7.1,
questo implica che ¢, cambi segno e quindi, su d(), non & detto che si
raggiunga il massimo o il minimo. O

Siaoral=A+c(x)e

2 2
MLy = inf oIV zc(x)” .
HL(Q)\{0} Jau

Allora vale la seguente:

Proposizione 2.3. Se A{(—L,Q) > 0, allora L = A + ¢(x) soddisfa il
PM.

Dimostrazione. Sia u tale che Lu = Au+c(x)u > 0in Qe u < 0su
9Q). Consideriamo u™ = max{u,0}: vogliamo mostrare che u™ = 0.
Innanzitutto, grazie al Teorema 7.2 sappiamo che u™ € H}(Q). Inoltre

(—Au —c(x)u)u™ <0;

integrando su ) otteniamo (usando ancora il Teorema 7.2)
0> / (—Au —c(x)u)ut = / Vu-Vut —c(x)uu™
Q Q

=/Q+ Vit [~ e() (ut)? zAl(—i,m)/ﬂ (uh)?

+

> M(=L,Q) /Q(u+)2 >0,

che implica u™ = 0. O

Osservazione 2.4. Il viceversa della Proposizione 2.3 non & vero in
generale. E vero perd che se un operatore L soddisfa il PM allora
A1(—L, Q) > 0 (non necessariamente col maggiore stretto).

Osservazione 2.5. Se c(x) < 0 in (), & ovvio che A;(—A —¢(x),Q) >
M(=A,Q) > 0, quindi L verifica il PM. Perd pud ancora valere il PM
anche se c(x) e positivo da qualche parte: I'importante & che la sua
parte positiva non sia "troppo grande" cioe
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Jo IVul? = c(x)u?

Jau?

Jo ot (x)u?
Jou?

>M (=D, Q) = ¢ (X)L

>M(=4,Q) -

Percid, la Proposizione 2.3 vale se |[c* (x)|| =) < M(—4,Q).
Introduciamo ora la miglior costante della disuguaglianza di Sobolev,
ovvero Vul?
S:%@&m ﬁﬂhbf
(f() |ul ”*2)

Vedremo ora come non sia necessario che ¢ sia piccola in norma
. N . . . . n
uniforme ma ¢ sufficiente non sia troppo grande in norma Lz.

Proposizione 2.6 (Grossi-Molle [10]). Se ||c(x)]| < S, allora L =

A + ¢(x) verifica il PM.

L% (Q)

Dimostrazione. Supponiamo che, per assurdo, L non verifichi il PM.
Esiste quindi w € H{(Q), w # 0, tale che [, |Vw|? — c(x)w? < 0.
Allora, dalla disuguaglianze di Holder e di Sobolev si ottiene

/Q|Vw|2s/0c<x>w2§ (/Q<>)

()|
g———ﬁﬁﬁ/ﬂvm2</ﬁvw%
S 0 0

che e chiaramente una contraddizione a meno che w = 0. O

Passiamo infine ad una delle condizioni piti classiche per la validita del
PM per operatori L pili generici, come per esempio 1" esistenza di una
soprasoluzione strettamente positiva nella chiusura del dominio.

Proposizione 2.7. Se esiste ¢ > 0 su Q tale che Lg < 0, allora L
soddisfa il PM.

Dimostrazione. Sia u tale che Lu > 01in Q) e u < 0 su 9Q). Consideriamo
V= g: questo implica che

v <0 sudQ. (2.1)

13
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Si verifica

0< Z aljal]u+2b8u+c( x)u

ij=1

= Zlal] ij(gv) +Zba gv) +c(x)go
ij

= 21 a;; ((9;8)v + (9:8)(9j0) + (9;8)(8;v) + 8(9;))
ij

—i—Zb 0;8)v + g(9;v)) + c(x)go
=Ljv+vLg = (L1 + é(x))v = Lyo,

dove L, & formato da un operatore ellittico senza termine ¢(x) (i.e. L) e
dal termine ¢(x) = Lg < 0. La disuguaglianza L,v > 0, insieme a (2.1),
implica che vale il PM per L, e percio v < 0in (), cioe u <0in ). [

Grazie alla condizione sopra & possibile dimostrare il PM in domini
stretti.

Proposizione 2.8 (PM nei domini stretti). Siano m, b, c; tali che a1; >
m>0,by > —bec<c.Siainoltre QO C {a —¢ < x; < a}. Allora se

bZ
c1e = <c+—
m
L verifica il PM.
Dimostrazione. Definiamo a = @ eg:=e"—¢™ > 0in Q. Se mo-

striamo che g & una soprasoluzmne (cioeé che Lg < 0), allora, per la
Proposizione 2.7, L verifica il PM. Calcoliamo

Lg = —a1102e* — byae™™ + c(e* — 1)

< (ba — ma®)e™™ + cq (e — *1),

Questo implica che

e g < ba — ma® 4 cp(e* —1) < — —



IL PROBLEMA SOVRADETERMINATO DI SERRIN

Consideriamo il problema di torsione di Saint Venant:

—Au=1 inQ,
{ (3-1)

u=20 su dQ),
in cui Q & connesso, limitato e 9Q) € C2. Per il Teorema 1.10 si ha che

u > 01in Q. Il problema (3.1) &€ sempre ben posto: infatti, definendo
E: H{(Q) — R tale che

42
E(u):/0|v2| —u, E’[u}(v):/QVu-Vv—vzo,

se mostriamo che il funzionale ha un punto critico, quest’ultimo sara la
soluzione del problema. Innanzitutto notiamo che

2 2 3
E(u):/W_uz/W_mﬁ (/u2>2
0 a 2 o)

2
2 1 3
> [T +Af|0|%(/ |w|2) ,
o 2 o)

cioe E ¢ inferiormente limitato, e inoltre E — +co se ||u|| Hi(Q) o

Di conseguenza, grazie ai metodi diretti del Calcolo delle Variazioni,
esiste un’unica soluzione del problema.

Se al problema (3.1) aggiungiamo una condizione di Neumann, ottenia-
mo il seguente problema sovradeterminato:

—Au=1 inQ,

T/al = 0 su aQ, (32)
a_ c su 0Q).

ov

Teorema 3.1 (Serrin). Sia (3 C R" aperto, limitato, connesso e con
0Q) € C2. Allora, se u & soluzione di (3.2), si ha che Q = Br(0) e

RZ _ |x|2
ux) = =,

15
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IL PROBLEMA SOVRADETERMINATO DI SERRIN

Osservazione 3.2. Prima di dimostrare il teorema appena enunciato,
facciamo una premessa sui punti del bordo di Q).

Quali sono le giuste condizioni sul dominio per avere un unico
punto di contatto tramite il metodo di spostamento di iperpiani (MMP)?
Citiamo qui la risposta del Prof. Francesco Polizzi dell’Universita di
Napoli, che ringraziamo.

Se il bordo dell’insieme convesso C & di classe C! in un punto
P, allora l'iperpiano tangente (che esiste) & 1'unico iperpiano di
supporto. In altre parole, 'iperpiano tangente lascia C "tutto da
una parte” (ed & I'unico iperpiano per P avente questa proprieta).
Si veda a tal proposito il seguente link".

Inoltre, i punti di tangenza si trovano con un procedimento di
ottimizzazione lineare (sono i minimi del funzionale definito dal
piano tangente, che vale zero nei punti di contatto ed & strettamente
positivo sul resto di C, per quanto detto sopra). Ma ora la stretta
convessita di C ti dice che ogni funzionale lineare ha un unico
minimo su C (si veda il seguente link?).

Quindi, se C & un compatto strettamente convesso dello spazio
euclideo, con bordo di classe C!, dato un punto P del suo bordo,
I'iperpiano tangente in P, che coincide con 1'unico iperpiano di
supporto in P, interseca C solo in P. Tra l’altro, il funzionale
ha anche un unico massimo, il che garantisce che si puo traslare
quell’iperpiano parallelamente a se stesso rendendolo tangente ad
esattamente un altro punto di C.

Insomma, la mappa di Gauss del bordo di C (che prende un
punto e gli associa il vettore normale) & iniettiva, e inoltre se esiste
un punto (necessariamente unico) con vettore normale N ne esiste
anche uno (necessariamente unico) con vettore normale —N.

Dimostrazione. Metodo 1 (Spostamento di iperpiani).

Fissiamo la notazione che verra usata anche nei capitoli successivi:
denotiamo

e x = (x1,x') conx’ € R";
e T) = {x1 = A} l'iperpiano di equazione x; = A;

e x) = (21 — x1, ') il simmetrico di x rispetto a T);

! https:/ /mathoverflow.net/questions/265755/when-will-the-supporting-hyperplane-of-
a-convex-set-coincide-with-the-tangent

> https:/ /math.stackexchange.com/questions/583339/minimizing-a-linear-function-on-
a-strictly-convex-set


https://mathoverflow.net/questions/265755/when-will-the-supporting-hyperplane-of-a-convex-set-coincide-with-the-tangent
https://math.stackexchange.com/questions/583339/minimizing-a-linear-function-on-a-strictly-convex-set
https://mathoverflow.net/questions/265755/when-will-the-supporting-hyperplane-of-a-convex-set-coincide-with-the-tangent
https://mathoverflow.net/questions/265755/when-will-the-supporting-hyperplane-of-a-convex-set-coincide-with-the-tangent
https://math.stackexchange.com/questions/583339/minimizing-a-linear-function-on-a-strictly-convex-set
https://math.stackexchange.com/questions/583339/minimizing-a-linear-function-on-a-strictly-convex-set
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ZA:{xGQ:x1>/\};

={x € R": x) € L,} il simmetrico di X rispetto a Ty;
o uy(x) =u(xy) =u(2A — x1,x');
e Ay = Xq.

0 = maxx

Se A = Ag — & con ¢ abbastanza piccolo, si ha che I} C Q.

X1
T)
Perciod u, (x) verifica le seguenti proprieta:
duy, Jdu Jdu
Priyy= 220 =
> S (2) = - 32— x1,x) = — 2 (1),
ouy ou , ou ..
——(x) =s—(2A - = — =2,...,1
> o, (x) axi( x1,x) ox; (x)) perognii=2,...,n;
02 0u
aJtllz/\(x) 3 2(x)\) perognii=1,...,n.
Queste, unite al fatto che v; = —17 e 1/]’» =vjperognij=2,...,n dove

v e v/ sono rispettivamente le normali esterne a 0%, e 0¥, implicano

Bia(x) = Bu(xy) e () = Py,

17
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IL PROBLEMA SOVRADETERMINATO DI SERRIN

Perciod la funzione u, (x) soddisfa

—Auy =1 inX),

Uy =1u su Ty,
uy =0 sudX) \ Ty,
all/\

W:C Suazf\\T/\

Definiamo ora wy (x) = u(x) — u, (x) in X}: si ha che w) (x) soddisfa

—AZUA =0 in Z;u
wy =0 suT,,
wy, >0 su oxy \ Ty.

Per il PMF (Teorema 1.10) si possono verificare due condizioni:
1. wy =0in X};
2. wy > 0in Zi\.

Supponiamo per assurdo che w, > 0 in X} e che, a un certo punto,
0%\ sia tangente internamente a 0Q) in P € 0% \ T): questo significa
che w, (P) = 0. Inoltre, siccome w, > 0 in X}, per il Lemma 1.8, si ha
%(P) < 0, e questo ¢ assurdo poiché %(P) =0.

Se, al contrario, BZA e tangente internamente a dQ) in Q € BZL\ NT,, al-

lora w) (Q) =0, %(Q) =0e a;;‘? (Q) = 0 per ogni vettore s entrante.

Utilizzando il Lemma 7.3 concludiamo che w, = 0 e, di conseguenza,
uy = u, cioé () & simmetrico.

Metodo 2 (Weinberger).

Avremo bisogno della classica

Lemma 3.3 (Identita di Pohozaev). Sia (3 C IR un aperto connesso e
limitato, con 9Q € C?, f: R — R" continua e sia u soluzione di

—Au= f(u) inQ,
u=20 su 9Q).

Sia inoltre F(u) = [y’ f(t)dt e v la normale esterna su 90). Allora

n/QF(u)—ngz/Qf(u)u:%/aQ (gz)zx-v.
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Dimostrazione. Basta semplicemente osservare, come nel libro di Struwe
[15], che vale la seguente identita

0= (Au+ f(u))(x-Vu)

ol Vul?

= div(Vu(x - Vu)) — |Vul? — x - +x-VF(u),

che una volta integrata su (), applicando il Teorema della divergenza e

notando che % = Vu-v = Vu- |§Z‘ = |Vu| visto che u > 0in Q ed
u = 0 su 9dQ), restituisce l'identita cercata. O

Utilizzando il Lemma 3.3 con f(u) = 1 e, di conseguenza, F(u) = u,

otteniamo
n / Uu—— — / X - .
Q

Ora, utilizzando il Teorema della d1vergenza, I'identita diventa

n+2
/ u=c2Q|. (33)
nJo
D’altra parte, 'equazione Au = —1 implica

2 n n
1= (Z ”xlx,> <n Z(ux,xi)z <n Z Uy, x . (3-4)
i=1 j=1

Definiamo v := |Vu|? + %u e osserviamo che, grazie alla (3.4),
Av = <|w|2+ u) =2 Z Uxpx)” — Z >y, (3.5)
ij=1 n
e inoltre )
Va0 = <gz> = 2. (3.6)

La (3.5) e la (3.6), insieme al Teorema 1.10, implicano che v = ¢ in O
oppure v < % in Q. Supponiamo che v < ¢? in Q): si ha che

/|Vu|2:—/uAu:/u,

o) o) 0
2 2

1+— u= [ v<c’|Q,
njJjo Q

che implica

19
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che é chiaramente in contraddizione con la (3.3). Concludiamo percio
chev=c2inQe, conseguentemente, Av = 0 in (). Sempre dalla (3.4)

si deduce
2 2
y Pu )1 g (ZM) 2L
=1 axiaxj N n’ axzz N n2’

che implica

9%u 1

ox;0xj; TGN

Da quest’ultima relazione si deduce che

R2_|x|2

u(x) = 2n

e, dal momento che u|yn = 0, si ha che |x| = R su 9Q), ovvero Q) =
Bg(0). O
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In questo capitolo dimostreremo il seguente:

Teorema 4.1 (Gidas—Ni-Nirenberg). Sia (3 C R"” dominio simmetrico
e convesso nella direzione x; e con dQ € C2. Sia u € C*(Q) una
soluzione di

—Au=f(u) inQ,

u>0 in (), (4.1)

u=20 su dQ),

dove f € Cl. Allora u & simmetrica e decrescente in x1, cioe
u(xy, x') =u(—x1,x") e uy <0 se x;>0.

Per dimostrarlo, necessitiamo di alcune premesse. Utilizzando la stes-
sa notazione della dimostrazione del Teorema 3.1, la prima cosa che
vogliamo provare ¢ la seguente:

Proposizione 4.2. Siano A\g = maxqx;, L) = {x € Q : x; > A} e
Yo ={xeQ: xy € X,} il simmetrico di ¥, rispetto al piano di
equazione x; = A. Allora

ThCcQ se A~

cioe la riflessione di ¥, & interamente contenuta in () se A ¢ abbastanza
vicino a Ag.

Dimostrazione. Sia F : R" — R, F € C? tale che Q = {x € R" :
F(x) > 0},00 = {x € R": F(x) = 0} e VF|3q # 0: possiamo quindi

definire v(x) = YEE) Vogliamo mostrare che preso x € X, si ha che

— IVE()|
F(x/\) > 0.
Supponiamo che esista una successione A¥ — Ag tale che esiste
€ X)x ma x’/‘\k ¢ Q: questo implica che F(x¥) > 0, xk > AF e
F(2AF — xk, x%) < 0. Applicando Lagrange rispetto a x1, si ha:

xk

F(x’l‘, x’k) — F(ZA" — x’f,x’k) B ai
xk— 24k — k) e

0< ((:k, x/k),

21
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dove & € (2AF — xl,xl) A meno di sottosuccessioni, si verifica che
xk - Pe Ty, N ), che sara I'unico punto di contatto (cfr. Osservazione
3.2). Siccome AK — A, allora xll‘ — Ag e & — Ag e, per continuita delle
derivate parziali di F (F € C? per ipotesi)

OF by = 1im 25 (@, 0%y >

oxq AMAO ox1

>0

otteniamo un assurdo in quanto per costruzione il versore normale v(x)
e entrante nei punti del bordo, cioe soddisfa

9E (p),0,...,0

wry - ZEn (& ) %
|VE(P)| |VE(P)| oxy

che da una contraddizione. O

Proposizione 4.3. La riflessione resta nel dominio, cioe Z’A c O, finoa
che:

1. X/, & tangente internamente a 0Q) in un punto P ¢ Ty;
2. T) L 0Q) in qualche punto Q € 9.

Lemma 4.4. Sia xg € 9Q), v1(xp) > 0 (prima componente della normale)
e O, = QN Be(xp). Sia u € C?(Q) tale che —Au = f(u) in Q u > 0in
Qeu=0suS=090NB(xg). Allora esiste 6 > 0 tale che < 0in
an B&(Xo).

Dimostrazione. Innanzitutto si ha che 3 " < 0suS: infatti se u|yn =0,

allora Vu = 3”1/ e, di conseguenza, aa;‘l = 33 v1. Dal momento che

v1(x0) > 0, esiste un intorno U di x in cui v1(x) > 0 per ogni x € U
e, siccome g—‘v‘ < 0, allora 887“1 < 0 su S. Supponiamo per assurdo che

esista x* — xq tale che gT”l(xk) > 0. Per Lagrange si ha

ou 9%u
el =0 g
(XO) € ax%

axl (X()) =0. (42)

Non possiamo applicare il Lemma 1.8 poiché 1’operatore che stiamo
considerando non é lineare, perd possiamo riscriverlo in questa maniera:

Au—+ f(u) = Au+ Mu—kﬂo) = Au+c(x)u+ f(0).
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Se f(0) > 0 allora u soddisfa

Au+c(x)u <0 inQ),,

u>0 in Q),

u=20 su s,
e possiamo quindi applicare il Lemma 1.8, che ci garantisce g—ﬁ(xo) <0,
che ¢ in contraddizione con la (4.2). Se, di contro, f(0) < 0, allora
Au(xg) + f(u(xp)) = 0 implica

Au(xg) = —f(0) >0, (4-3)
e, sempre in xp, abbiamo

Ju Ju
0= aTcl(xo) = g(xo)l’l(xo)-

Dato che per ipotesi 1 (xg) > 0, deve essere necessariamente % (x0) =0,
che implica

ou

Vu(xo) = 5 (x0)v(x0) = 0.
v

Vediamo ora la struttura della matrice hessiana H, (x). Sia T un vettore
unitario tangente a S in x(. Poiché u e costante in S, la sua derivata
direzionale lungo T & nulla in ogni punto della frontiera vicino a xg:

ou
E(X) =0, VxeS.

Se deriviamo ulteriormente questa espressione rispetto a un’altra dire-
zione tangente ¢, otteniamo la derivata seconda tangenziale:

%u

9001 (x0) =0.

Quindi, la restrizione dell’operatore H,(xp) allo spazio tangente &
nulla, cioé tutti i vettori tangenti appartengono all’autospazio relativo
all’autovalore 0 e, di conseguenza, n — 1 autovalori sono nulli. Rimane
solamente 1’autovettore v (ortogonale allo spazio tangente), relativo
all’autovalore 7. Formalmente, H, (xo) = yvv’, cioe

0%u
axiax]-

(x0) = 17 vi(x0)vj(x0). (4-4)
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Inoltre, si verifica che 7 > 0: infatti, dalle relazioni (4.3) e (4.4),
otteniamo

2

n I’lz
S5 (x Z Zi:’?r
1 i=1

X

Q
S

0 < Au(xg) =

ags
QU

[y

Quest’ultima, unita a (4.2) e (4.4), ci garantisce che

0= T ) = du(ao)fx0) = {080 >0

che risulta essere una contraddizione. Per cui esiste § > 0 tale che
L < 0in QN Bs(xp). O

Lemma 4.5. Supponiamo che u sia una soluzione del problema (4.1) e
sia Ay < A < Ag tale che a—” <0eu(x) <u(xy) mau(x) # u(x,) in

X,. Allora u(x) < u(x,) in Z/\ e ” <0in QNT,.

Dimostrazione. Sia x € ¥/, x) € X, e sia inoltre v(x) = u(x,). Si ha,
innanzitutto, che —Av(x) = f(v(x)). Posto w(x) = v(x) — u(x) in X,
otteniamo

—Aw=Au—v)=f(v)— f(u) = Wu) = c w.
Per ipotesi si verifica che w(x) = v(x) —u(x) > 0in X,, e di conse-
guenza w < 0in ¥} e w|r, = 0. Inoltre w|Z’A\TA < 0 e, osservando che

Z;\ \ T, & connesso, per il PMF (Teorema 1.10 e Osservazione 1.11) si
ha che w < 0 in X/. Applicando il Lemma 1.8 otteniamo

aw ou ou

Dimostrazione del Teorema 4.1

Sia A ~ Ag: allora 2% < 0 e u(x) < u(xy).
Siano inoltre Ay = mm{)\ X\ CQ}e

ou

y—inf{A1§A<x\o a—<0 e u(x )<u(x/\)}.
X1

Vogliamo mostrare che y = A;. Per assurdo supponiamo che p > Ap:

se x € X, si ha a;‘l < 0eu(x) < u(xy). Mau(x) # u(x,) perché
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¥, non tocca d(), cioe esiste x tale che u(x) > 0 e u(x,) = 0, percio
u(x) —u(x,) > 0.
Applicando il Lemma 4.5, otteniamo 387”1 <0in QNTyeu(x) < u(xy)

in 2. Inoltre, il Lemma 4.4 garantisce che aa—;‘l <0inQN{x; >pu—e},

con ¢ > 0.

Esiste (AF) tale che Ay < AF 7 e xF € X, tale che u(x¥) > u(x’;k).
A meno di sottosuccessioni, x¥ — x € Yy, che implica x])ik — Xy
e u(x) > u(xy). Perd u(x) < u(xy) in X,, quindi x € 0%, cioe
x € QNT,. Esiste y* € (xf\k,xk) tale che

u(x) —u()  qu

k
= > 0.
% ) =
xf -k, dx;
Passando al limite, otteniamo aaTu] (x) > 0, che contraddice la definizione

di . Quindi y = A4, che implica 387“1 = 0 su Ty, e, di conseguenza,

u(x) = u(x,,), ciod u & simmetrica rispetto a x1. O
Enunciamo ora due corollari del Teorema 4.1.

Corollario 4.6. Sia u € C? (BR(O)) una soluzione di

—Au = f(u) in Bgr(0),
u>0 in Br(0),
u=0 su 0Bg(0),

dove f € C!. Allora u é radiale e decrescente, cioé u(x) = v(r) con
r=|x| e <0perogni0<r<R.

Corollario 4.7. Sia A = Br(0) \ Bg/(0), con R > R’, e u € C?>(A) una
soluzione di
—Au= f(u) in A,
u>0 in A, (4.5)
u=20 su dA,

dove f € C!. Allora 2 < 0 per ogni R%R/ < |x| <R.

Dal corollario precedente si vede come sull’anello non sia possibile
dedurre la monotonia e la simmetria delle soluzioni senza ulteriori
ipotesi. A tal proposito diamo un paio di definizioni:

25
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Definizione 4.8 (Soluzioni non degeneri e semistabili). Sia u soluzione
del problema

—Au= f(u) inA,
u=20 su dA.

Sia inoltre
Ly(v) := —Av — f'(u)v

I'operatore linearizzato in u. La soluzione u si dice:

* non degenere se 0 non & un autovalore di Ly, cioe se il problema

—Av— f(u)v=0 in A,
v=0 su dA,

ammette solo la soluzione banale v = 0;

* semistabile se il primo autovalore dell’operatore linearizzato L,
non negativo, cioe
A(Ly, A) > 0.

Equivalentemente,
/ (|Vgo\2 —f’(u)q)2> dx >0 perognig e Ch(A).
A

Senza usare il metodo di spostamento di iperpiani & possibile dimostra-
re la seguente:

Proposizione 4.9. Se u & non degenere oppure semistabile, allora u
radiale in A.

Dimostrazione. Consideriamo le coordinate polari e sia # una qualsiasi
coordinata angolare; derivando il sistema (4.5) rispetto a 6, si deduce

—Aug = f'(u)ug in A,
ug =0 su JdA.

Se u € non degenere (0 non e autovalore del linearizzato), allora uy = 0,
i.e. u & radiale. Se u & semistabile, cioe Aq(L,, A) > 0, allora ug & la
prima autofunzione: uy = c¢@j, con @1 > 0. Per il PM si ha uy > 0.
Se ¢ > 0 allora uy > 0, che e assurdo perché u e periodica; quindi
Ug = 0. O
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Il Teorema di Gidas-Ni-Nirenberg ¢ quasi ottimale. A tal proposito, pro-
cediamo ora con alcune osservazioni riguardanti le ipotesi del Teorema

4.1.
Osservazione 4.10. E necessario che f € C!? No, il Teorema continua a

valere se f = f1 + f, dove f; € C! e f, crescente. Le dimostrazioni dei
Lemmi 4.4 e 4.5 possono essere opportunamente modificate.

Osservazione 4.11. La condizione u > 0 in Q) e fondamentale? Ha
senso considerare invece 1 > 0? Se f(u) > 0, per il PM si ha che u > 0.
Se, di contro, f(u) < 0, possiamo fare un controesempio: la funzione
u(x) =1 — cos (27x) soddisfa I'equazione —u”" = 47(u — 1) in (—1,1),
ma u(x) non & decrescente.

Osservazione 4.12. La lipschitzianita di f € necessaria? Consideriamo
p > 2 e definiamo

w(x) = (1—]x2)P selx| <1,
0 se x| > 1.

Abbiamo che w € C?(R") e soddisfa

Aw = (—p(p—1) = 2np)w' 7 +4p(p— 1w’ = f(w),

dove f(w) cambia segno ed & holderiana di esponente « = 1 — % Sia
X tale che |xg| =3 e

w(x) se x| <1,
u(x) == qw(x—xp) selx—xl <1,
0 altrove.

Allora u soddisfa

—Au = f(u) in Bs(0),
u=20 su 9B5(0),

e verifica u > 0, u # 0 ma u non e radiale.

Osservazione 4.13. E possibile utilizzare f(u,x)? Si, se f(u, x) & decre-
scente in x1, oppure se f(u,|x|) & decrescente in |x|. Se f(u, |x|) fosse
invece crescente in |x|, come controesempio possiamo considerare una
autofunzione non radiale del laplaciano:

—Aw = Aw in Bg(0),
w=0 su dBr(0).

27
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Si ha che w cambia segno in Bg(0). Per ogni € > 0 definiamo u(x) =
(R? — |x|?) + ew(x): abbiamo che

ol ow

T = DR+eS-.

ov te v
percio, se ¢ & abbastanza piccolo, ug > 0 in Bg(0). Abbiamo quindi che
u & non radiale ma soddisfa

—Aue =21+ eAw = 2n — eAw = 2n + Aue + A(|x|* — R?) = f(u, |x|).

Osservazione 4.14. Il Teorema non vale se al posto della condizione
di Dirichlet omogenea se ne considera una diversa, ad esempio una
condizione di Neumann omogenea, quindi ‘3—5 = 0 su d0Bg(0): infatti in
un lavoro di Adimurti e Mancini [1] si dimostra che le soluzioni con
flu) = 12 hanno un unico punto di massimo sul bordo, quindi sono
chiaramente non radiali.

Osservazione 4.15. Se il dominio € simmetrico ma non convesso il
Teorema non e pitt vero perché si perde la simmetria della soluzione:
come esempio, basta pensare ad un dominio "a forma di osso" ("dumb-
bell") ovvero due palle unite da uno stretto "manico". Nel caso di
nonlinearita con esponente critico, & possibile dimostrare 1’esistenza di
soluzioni non simmetriche, si veda per esempio [16]. E se viceversa il
dominio fosse convesso ma non simmetrico? Anche se non simmetriche,
le soluzioni sarebbero comunque uniformemente monotone rispetto ad
un cono di direzioni entranti in un intorno tubolare del bordo grazie al
MMP.

Osservazione 4.16. Possiamo sostituire la condizione u € C?>(Q) con
quella pitt naturale delle soluzioni classiche per questo tipo di problemi
ovvero u € C>(Q) N CY%(Q)? Si: la dimostrazione di questo caso sara
trattata nel capitolo successivo con 1'utilizzo della stima ABP.



LA STIMA DI ALEXANDROV-BAKELMAN-PUCCI
(ABP)

In questo capitolo introduciamo alcuni concetti piti generali di soluzione.
Consideriamo un operatore L in forma di divergenza e un’equazione
della forma

Lu = i D; (i a;j(x)Dju + bl-(x)u> +c(x)u=0. (5.1)
i=1 j=1

Definizione 5.1. Una funzione u € Wllocz(Q) e detta soluzione debole o
generalizzata di (5.1) se

n n
/ ) (Z aijDju + biu> D;v + c(x)uvdx = 0,
Qi=1 \j=1

per ogni funzione v € C}(Q).

Osservazione 5.2. Un operatore nella forma generale (1.1) puo essere
scritto nelle forma di divergenza (5.1) se i coefficienti sono differen-
ziabili. Osserviamo, inoltre, che una soluzione classica ¢ anche una
soluzione debole. Viceversa, data una soluzione debole di classe C?(Q)
e coefficienti dell’operatore sufficientemente lisci, allora essa € anche
classica.

Nonostante il concetto di soluzione debole permetta di considerare un
insieme molto pitt ampio di funzioni, esso necessita di avere sottomano
un operatore nella forma di divergenza (5.1). Introduciamo allora
un concetto di soluzione piti generale delle soluzioni classiche, ma
applicabile anche ad operatori nella forma generale (1.1), dette soluzioni
forti.

Definizione 5.3. Sia u € leof(ﬂ), u & detta soluzione forte di (1.1) se
soddisfa

Lu=0,

quasi ovunque su Q).
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LA STIMA DI ALEXANDROV-BAKELMAN-PUCCI (ABP)

Le stime che proviamo in questo capitolo sono valide per soluzioni forti
nello spazio di Sobolev W2"(Q). Tuttavia, per non voler complicare
troppo la trattazione, proveremo le stime per funzioni di classe C?(Q)).
L'estensione allo spazio W2"(Q) avviene considerando una successione
di funzioni {u,,} € C?(Q) che converge a u in W2"(Q), sfruttando il
fatto che C%(Q)) & denso in W?"(Q).

Avremo inoltre bisogno di definire due concetti importanti come quello
di insieme di contatto e sottodifferenziale.

Definizione 5.4 (Insieme di contatto superiore). Siano () un aperto
connesso ed 1 una funzione continua su Q). L'insieme di contatto superiore
e dato da

I ={yeQ:ukx)<uly)+P-(x—y)VxeQ, IP=P(y) € R"}
Notiamo che:
e Tt misura l'insieme di concavita: se u & concava, allora '™ = Q);

e T* & relativamente chiuso rispetto a Q: se {y¥} € TT e y* — 7,
alloray € T'™;

* Se u € C'(Q), allora necessariamente P = Vu(y).

(
. Se ue CZ(Q) allora necessariamente D?u(y) < 0 per ogniy € T't,
e. (D? (y)) e semidefinita negativa per ogniy € I'"".

Tt

In rosso 'immagine dell’'insieme di contatto superiore. Per una funzione
in R & rappresentato dai punti in cui il grafico della funzione sta tutto
sotto la tangente.

Definizione 5.5 (Sottodifferenziale). Sia u € C(Q). Definiamo il
sottodifferenziale di u in y € Q come

X(y)={PeR":u(x) <u(y)+P-(x—y) perogni x € O}.
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Osserviamo che se u € C!, esiste un’unica direzione P = Vu(y) e

X :u — Vu. Prendiamo come esempio u(x) = 1 — |x| con x € R:

chiaramente u ¢ C! e inoltre:

X (y)

X(y)

Xy)=1sey<0, X(y)=-1sey>0,

AT

X(y)=[-11sey=0.

Quest’ultimo esempio puo essere generalizzato in R” considerando

u(x)=a <1 - |xI;z|> con x € Br(z).

In questo caso si verifica che:

ay—z
e sey # z,

xX(y)={ Rly—¢ /
B%(O) sey =z.

Consideriamo ora L come nella (1.1).

Teorema 5.6 (Stima ABP). Sia () limitato e c(x) < 0. Sia inoltre u €
W2"(Q) N CO(QQ) che verifica

loc
Lu>f inQ,
u<0 suodQ),

con f € L"(Q)). Allora esiste C = C(A, A, b,c) > 0 tale che
sup < Ciam() ] v, (52)
Q u

dove F;{ﬁ ¢ 'insieme di contatto superiore di u™.
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LA STIMA DI ALEXANDROV-BAKELMAN-PUCCI (ABP)

Dimostrazione. Come sottolineato a inizio capitolo, la dimostrazione
avverra per una funzione u € C2(Q).
Per semplicita poniamo b; = 0. Sia

M = supu = u(xp),
Q

con xg € Q) perché u < 0 su dQ. Sia d = diam(Q)) e definiamo
v:=—u". Allora

—M:igfv:v(xo), e v=0 sudQ,

con xp € ). Chiamiamo I'; l'insieme di contatto inferiore e A(x) =
(aij(x)). Allora, su I';, se mostrassimo che u > 0 in I'; avremmo

tr(A(x)D*v) = — i a;j(x)0;u = —Lu + c(x)u
ij=1 (5:3)
< —Lu < —f(x),

poiché per ipotesi ¢(x) < 0in Q.

Dimostriamo che u > 0in I'; = FL. Osserviamo, innanzitutto, che se
u < 0in ) allora la stima (5.2) € banale. Dunque supponiamo esista
un punto X € Q) tale che u(%) > 0. Siaoray € F:;\{O}: allora 3 P(y)
tale che u™(x) < ut(y)+P-(y —x), Vx € Q. Adesso supponiamo,
per assurdo, che u(y) < 0, allora dovremmo avere che u™(x) < P- (y —
x), Vx € Q. Siccome u™t(x) > 0 & necessario che P - (y — x) > 0 per
ogni x € (). Ma allora basta considerare dapprima il punto x = —y
cosicché P - (2y) > 0 e successivamente x = 3y cosicché P - (—2y) > 0,
ovvero @ necessario che P = 0. Tuttavia, se P = 0 abbiamo un assurdo
scegliendo x = ¥ cosicché

ut () =u(x)>0=0-(y— %).
Allora si ha che

Bu (0) € Vo(Ty),

S

dove Vv rappresenta il gradiente o il sottodifferenziale: infatti conside-
riamo P € IR”, tale che |P| < %, e

min{o(y) — Py} = v(x,) — P-xp,
yeQ)
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per un certo x, € (). Se, per assurdo, x, € d(), allora si verificherebbe
—P-xp =v(xp) =P-xp <v(x9) —P-xg=—-M—P-x,
che e equivalente a

M <P-(xp—xg) < \P||xp—x0|<%d:M.

Abbiamo quindi che
M n
’BM‘:C(n) () g\vU(r;)y:/ dx
d d Vo(ry)
< / | det(D20)| dx — / det(D%0) dx.
T, Iy

In conclusione, se x € I';, applicando la stima (5.3) abbiamo

det(D?v(x)) det(A(x)D%v(x)) < %det(A(x)Dzv(x))

_ 1
~det(A(x)

o (HARIDRCN T ) on

=(nA) M (=f(x)" < () ()T,

da cui segue direttamente la tesi
M = sgpu < Cd”f“m(r;) = Cd||f”m(rj+)'

O

Osservazione 5.7 (ABP migliorata). La (5.2) & stata migliorata da Cabré
[6] sostituendo il diametro del dominio con la sua misura:

1
sup u < ClOP I fllpnr-, ) - (5-4)

Con l'utilizzo della (5.4), dimostreremo la seguente

Proposizione 5.8 (Principio del Massimo nei domini piccoli). Sia ()
limitato, c™ € L"(Q)). Allora esiste 6 = §(n, A, diam(Q)), L) tale per cui
L verifica il PM in Q) se |Q| < 6.

Dimostrazione. Supponiamo che Lu > 0in Q e u < 0 su d(). Sia
d = diam(Q) e ¢(x) = ¢ (x) — ¢ (x). Sia Ly = (L — ¢): allora

c
(Lo —c (x)u > —ct(x)u > —c(x)u™
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Possiamo quindi applicare la (5.4) a Ly — ¢~ (x), infatti si ha che —c¢ ™ (x) <
0Oe —ctut € L"(Q), ottenendo

1
sup i < Clle* (1) 120 < CIOI e* s sup ™

Se C|Q|%||C+||LW(Q) < 1,edunque é = (Cl|c*||pn(q)) ™", si ha che

supu < supu’,
0 Q

che implica u < 0in Q. O

Dimostrazione del Teorema 4.1 utilizzando la Proposizione 5.8

Innanzitutto, la notazione ¢ la stessa della dimostrazione del Teorema
3.1. Per la Proposizione 4.2, sappiamo che se A = A\g — ¢, allora X}, C Q.
Definiamo v, (x) = u(x);) = u(2A — x1,x’): si ha, come gia calcolato in
precedenza,

—Avp(x) = =Au(xy) = f(u(xy)) = f(va(x)) inQ.

Possiamo affermare, di conseguenza,

Aoy — 1) = f(0,) — flu) = ox— 1),
Oy —u
e, denominando wy = vy —uecy = w,

—Aw/\ = CA\W) in Z/\,
wy >0 sudx,.

Usiamo la Proposizione 2.8 conm =1, b =0, ¢ = c,, grazie ai quali &
soddisfatta la relazione

2:0-n
T

cye

2-0

Inoltre £y C {Ag—# < x1 < Ap}, per un certo 7, e dunque si ha
wy > 0in X), e percio v, > u in X,. Sia ora
A=inf{A:wy >0 inZ,}.

Vogliamo mostrare che A = 0. Per assurdo, sia A > 0: allora w; >0
in X5. Esiste K CC X, compatto tale che w; > 2« > 0. Consideriamo
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allora ¥;_,: ovviamente, essendo X3 C X3_, si ha K CC &y_,. Peril
Teorema della permanenza del segno, dato ¢ piccolo, si ha che in K,
siccome
u(2A — xq, %) —u(xq, x') > 2a,
allora
u(2A —2e — xq, %) — u(xq, x') > «,

ovvero wj_, > a > 0. Si osservi inoltre che dall’ipotesi A > 0 si ha che

anche A — & > 0, per un ¢ piccolo.
Adesso scegliamo K in modo che |X;__ \ K| < ¢ e applichiamo la

Proposizione 5.8 per ottenere che, grazie al PM, wi_, > 0inxy_, \ K.

Unendo le due condizioni si ha che Wi_e > O0in X5 o che contraddice
la minimalita di A. Da questo deduciamo che A = 0 da cui segue la
tesi. O
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LA DISUGUAGLIANZA ISOPERIMETRICA

La disuguaglianza isoperimetrica nel piano asserisce che una curva
piana che racchiude un’area fissata ed ha la lunghezza minima possibile
€ una circonferenza; o, in alternativa, che una curva piana che ha
lunghezza assegnata e racchiude la piti grande area possibile &€ un
cerchio.

I matematici sono stati affascinati da tale teorema da tempo imme-
more: si dice che esso fosse noto gia ad Archimede e Zenodoro, e pilt
tardi a Keplero, Galilei e Jacob Bernoulli; e stato poi preso in esame da
Eulero, e vi hanno in seguito lavorato alacremente nel diciannovesimo
secolo matematici del calibro di Sturm, Schwarz, Steiner e Weierstrass.

Dimostrazioni complete sono apparse nei primi anni del Novecento,
ad opera di Hurwitz, Minkowski, Lebesgue, Carathéodory e Study e
Blaschke. Ne esamineremo alcune e ne presenteremo una pili recente,
dovuta a Cabré [7], che fa uso del metodo ABP.

Il materiale presente in questo capitolo e preso dalla tesi di laurea
di Vittoria Vevey Modugno [13].

Teorema 6.1 (Steiner). Sia Q) C R? compatto e convesso. Allora

P(Q) > 47A(Q),
dove P(Q)) e A(Q) indicano rispettivamente il perimetro e 1’area di Q).
Dimostrazione. Sia L una retta di R?. Definiamo il simmetrizzato di
Steiner di Q, l'insieme st (Q) = Q' C R? tale che

e per ogni retta M L L taleche MNQ =@, allora MNQ' = Q;

N

e se MNQ & un segmento di lunghezza I, allora M N Q' & un
segmento di lunghezza [ centrato in M N L.
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L _—

Valgono le seguenti proprieta:
(1) stz (Q) e compatto e simmetrico rispetto a L;
(2) A(Q)) = A(str(Q)), valida grazie al Teorema di Fubini-Tonelli;

(3) P(QY) > P(str(Q)), che si dimostra utilizzando la formula di
Steiner-Minkowski (si veda [4, Proposizione 12.3.6 e Teorema
12.10.6]).

Definiamo ora
F = {K C IR? compatti e convessi : A(K) = A(Q) e P(K) < P(Q)}
Si ha che F # @, perché Q) € F, e F chiuso in K(R?), dove
K(R?) = {K C R? sp. metrici compatti, convessi e non Vuoti} .
Inoltre, grazie alle proprieta (1), (2) e (3) si verifica I'inclusione
st (F) C F.

Possiamo quindi applicare il Teorema della Palla di Blaschke (si veda
[5]), che ci garantisce I'esistenza dir > 0 e xp € R? tali per cui B.(xo) €
F. Per come abbiamo definito F, si ha

P2(Q) > P?(By(xg)) = (27tr)? = 4t ir* = 4 A(B,(xg)) = 4 A(Q).
O

Teorema 6.2 (Hurwitz-Lebesgue). Sia 7 : [4,b] — R? una curva di
Jordan (semplice e chiusa) e sia Q) C IR? un dominio limitato tale che
v([a, b]) = o). Allora

P2(0) > 4A(Q).
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Inoltre P2(Q)) =
. _ P(Q)
raggio r = ——.

Per questa dimostrazione serve la seguente:

41t A(Q) se e solo se y([a,b]) & una circonferenza di

Proposizione 6.3 (Disuguaglianza di Wirtinger). Sia u € H'((a,b)) tale
che u(a) =u(b) =0e fab u(t)dt = 0. Allora

/ﬂbuz(t) it < (bz_na>2/ab(u’(t))2dt.

Dimostrazione. Innanzitutto, fissiamo a = 0 e b = 271: notiamo che
u,u’ € L?(T), dove L2(T) & lo spazio L?(0,27) munito della misura di
Lebesgue 1-dimensionale divisa per 27t. Poniamo ora, per ogni n € Z,

1 27 . 27T )
ap = 1h(n) = E/o u(t)e ™ dt, by =i'(n) = /0 u'(t)e "Mt dt.

Si ha, per I'identita di Parseval,
o o
[=2r ¥l [wR=2n 3l
n=—oo n=—oo
percio la disuguaglianza da dimostrare si ridurrebbe a

o) o)

Yo < Y |baf® (6.1)

n——oo n——oo

Utilizziamo ora l'integrazione per parti e 'ipotesi che u(0) = u(27r) =0
per calcolare

0

27T ) ' - o '
27thy, :/ ' (He ™M dt = {u(t)e*””} _/ u(t) (e~ dt
0 0
27 )
=u(2m) —u(0) + in/ u(t)e ™ dt = 2mina,,
0

che implica b, = ina, e, in particolare, by = 0. Inoltre

27

ag udt = 0.

Di conseguenza, la (6.1) &€ banalmente soddisfatta, essendo

Z Jan|* < E n?(an .

n#0 n#0
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Ponendo ora a e b arbitrari, definiamo

b—a
o(t) =u <a + t) , cont e (0,2m).

Abbiamo che
27T 27 b —a 27.[ b
2 _ 2 _ 2
/0 v(t)dt—/o u (11+ = t) dt—b_a/tlu(’r)dr<oo,

cioé v € L?(0,27); inoltre, per ogni ¢ € C(0,27), si verifica

27Tb_ , b— b , B
[t (o St ot = [ (2= ) e -
b b
_/H u(T)‘;iT(P (27'[;_Z> dt = _bz_ﬂa/u u(t)¢ (27{2_2) dt =
27T o
*/ U (H bat) ¢/ (t)dt = —/ o(t)¢' (t) dt,
0 0

27T

che implica che la derivata debole di v e data da
b—a b—a
/ _ /

v'(t) = 7 U (a+ = t).

Inoltre v’ € L?(0,27) perché
2 b—a\* (2" b—a )\
/ 2 g4 /
/0 (@ (1)) dt_< — ) /0 (u <a+ = t)) dt
_ b
e RCGIR

e, di conseguenza, v € H'(0,27). Infine v(0) = u(a) = u(b) = v(27) e

27 27 b—a 27T b
/o v(t)—/o u(a—i— o t> dt_bfa/a u(t)dr = 0.

Per quanto provato in precedenza, si ha che

27T 27
UZ 0/ 2
/0 (1) dt < /O (o' ()2 dt,

e percio

7T

2 /ab W2(8)dt < bz‘“ /ﬂb(u’(t))zdt.

Possiamo ora dimostrare il Teorema Di Hurwitz-Lebesgue.
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Dimostrazione del Teorema 6.2
Supponiamo che y(t) = (x(t),y(t)) e v : [0,]] = R? con |9/| =1 q.0.;

poniamo X = x —xp e Y = y — yo, dove (xg,yo) baricentro: allora
X"? +Y"”? =1 q.0. Dalla Proposizione 6.3 abbiamo

/Ol X2(t)dt < <217T>2/01 X' (t) dt (6.2)
/Ol Y2(t)dt < (217()2/01 Y/ (t) dt. (6.3)

Per concludere, ci basta applicare la formula di Gauss-Green e la
disuguaglianza di Cauchy-Schwartz, unite a (6.2) e (6.3):

24(Q) —/y(Xdy— Ydx) — /OI(X(t)Y’(t) —Y(OX'()) dt
1
- /O (X(6), Y(1)) - (~Y'(£), X' (8)) dt

< (/Ol(xz(t) +Y2(1)) dt) ’ (/OI(XQ(t) + Y2 (1)) dt)
2(Q)

I 2
Sl dt:l :P( )‘
27 Jo 21 21

2

Notiamo che, nella relazione precedente, vale 1'uguaglianza se
(X(5),Y(1)) | (=Y'(5), X'(£)) per ogni € [0,1],

o, equivalentemente, se
(X(t),Y(t)) L (X'(t),Y'(t)) perognite]l0,I].

Vale quindi che P?(Q) = 47t A(Q) se Q) = 3B, (xp, yo) dove

O

Teorema 6.4 (Gromov). Sia Q un dominio piano limitato e di classe C.

Allora P2(Q) > 4 A(Q).
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Dimostrazione. Sia U = B1(0) e V: Q) — U tale che
V(x,y) = (a(x),b(x,y)),

dove
* a(x) = [—1,1] & I'unico numero che soddisfa
A& €Q:E<x) A&y €U & <a(x).
A(Q)) A(U) ’

applicando Fubini si ha

JoLlpeR:(En) eQ)de  ["WLiyeR: (&n) e U)de

A(Q) N T ’
dove L denota la lunghezza del segmento tra parentesi. Derivando
membro a membro si ottiene

LineR:(x,n7)€Q) a'(x)L(y € R: (a(x),n) e U)

A(Q) T ’

da cui ricaviamo

(6.4)

e b(x,y) € [-1—+/1—a%(x),1— /1 —a%(x)] & 'unico numero che
verifica

Lip<y:(n)e€Q) L <blxy):(alx),n) el

L(n e R: (x,7) € Q) L(n eR: (a(x),n)eU) ~’

percio

bix,) = =1 =) + PSS 4 ()
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abbiamo quindi che

b Ly eR:(a(x),7y
dy  LpeR:(x,7)

) e u)
€Q)

(6.5)

Conseguentemente, grazie a (6.4) e (6.5), possiamo calcolare

. )+ 2
v-vza’(x)+g;’=2 aV>z,/ ay ”Q (6.6)

Come ultimo passo, utilizzando la (6.6) e il Teorema della divergenza,
non ci resta che calcolare

/ds>/V vds—/V dedy>/ \/7dxdy
—2\/7/ dxdy = 24/ TA(Q). O

Teorema 6.5 (Cabré). Sia u € C>(Q) N CH(Q) la soluzione di

_P(Q) .
Au = m in Q),
Ju
5 = 1 su 9Q).

Sia inoltre I';; I'insieme di contatto inferiore. Allora By (0) C Vu(T},).

Dimostrazione. Scegliamo P € B e w := O — R tale che w(Q) =
u(Q) — Q- P. Se w(Qp) = mingw allora Qp ¢ 9): infatti, se per
assurdo Qg € 90, la funzione t — w(Qp — tv(Qy)) sarebbe C?([0,¢]) e
avrebbe un minimo in ¢ = 0, percio

0< % w(Qo — t7(Q0) = Veo(Qo) - (~¥(Qv))
t=0
== Vu(Qo) - v(Qo) + P - v(Qo)
ou

Z—*(QO)JFP v(Qo) < —1+||P|| <0,

che & assurdo. Quindi Qy € Qe 0 = Vw(Qp) = Vu(Qp) — P. Inoltre
Qo € I, perché, per ogni Q € O, si ha w(Q) > w(Qp), cioe u(Q) — Q-
P > u(Qo) — Qo - P, che implica u(Q) > u(Qo) + Vu(Qo)(Q— Qo). O
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Osservazione 6.6. La disuguaglianza isoperimetrica ¢ una conseguenza
del Teorema di Cabré, infatti:

n:A(B)gA(Vu(r;))g/ |det](Vu)|dx:/ |detD2u] dx
T, Iy

2 2 2
= detD%u dx S/ (tr(D M)> dx :/ (Au) dx
T, T, 2 o\ 2

P(Q) \* ., . P¥Q)
- (3am@)) AT < T2y
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Teorema 7.1 (Krein—Rutman [11]). Il primo autovalore A1 (L, Q2) & isolato,
semplice (cioe l’autospazio relativo ha dimensione 1) e I'autofunzione
@1, relativa a A1, ha segno costante.

Teorema 7.2 (Stampacchia). Se u € H'(Q), allora u* € H'(Q). Inoltre

[rvf = [ o,
Q OF

dove Ot ={x € Q:u(x) >0} e Q™ ={x e Q:u(x) <0}

Lemma 7.3 (Lemma dell’angolo di Serrin). Sia D* un dominio di R”
con frontiera C? e sia T un iperpiano contenente la normale a dD*
nel punto Q. Sia inoltre D la porzione di D* che sta da una parte
rispetto a T. Supponiamo che w € Cz(ﬁ), Aw < 0in D, w > 0 in
D e w(Q) = 0. Denotiamo con s qualsiasi direzione applicata in Q
entrante non tangenzialmente in D. Allora si verifica una delle seguenti
condizioni

2w

?(Q) >0,

ow

g(Q) >0 oppure

dove w non ¢ identicamente nulla.

Dimostrazione. A meno di rotazioni e traslazioni, sia T = {x1 = 0},
K; = By, (0) tangente internamente a 0D* in Q € TN dD*. Sia inoltre
K, = Brz(Q)/ dove r, = %1’1, e K' = K1 NKs.
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Definiamo ora
T 2
z(x) =x1 (e alx| —e “r1> ,

e osserviamo che
e z=0indKyeT;
e z>0in K.

L’obiettivo iniziale & fissare un certo « tale che Az > 0 in K’. Per fare
cio, calcoliamo

9z
axl

_ 2 a2 _ 2
=" _pmang — 2axie alx®
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%z 12 12
Fy i —6axye ] + 4a?xe afxl”,
x
1
0z alxl? .
Eyol —2ax1x;e “x* dovei=2,...,n,
i
0%z alxl2 alxl2 .
Fye i —2axpe +4a2x1x%e “x* dovei=2,...,n,
X

1
trovando che

Az = 2uxqe (20c|x|2 —(n+ 2)) .

Scegliendo « = (1 +2)r; %, otteniamo Az > 0 in K. Siccome Aw < 0
ew > 0in D, per il Teorema 1.10 si deduce che w > 0 in D. Inoltre,
osserviamo che

e w > exq su oK' N oK, per qualche € > 0;
infatti, scegliendo

. w(x1,...,Xx
g:= inf w(x1, ..o, Xn)
(x1,-..,xn) EAK'NAK; X1

xlyéO

sihachew > 0sex; =0,cioesudK' NoKa N T, e

w(x1,...,%Xn)

" x1 =w(xy,...,xy) sudK NAKy\ T;
1

ex) <

e w>0sudK' MoKy edK' NT;

e z < x1 on 0K' N9Ky;

e z>0inK'
Di conseguenza,

o w—ez>0sudkK NoKy;

e w—¢ez=w>0sudkK' NoK; edkK' NT.
Quindi w — ez > 0in dK' e (w — €z)(Q) = 0. In aggiunta,

AMw—ez) =Aw—eAz <0 inK,
e, sempre per il Principio del Massimo, w — ez > 0 in K’. Conseguente-
mente, una di queste due condizioni deve essere soddisfatta
o(w — €2)
ds

2(w —
(Q) >0 oppure 8(1;75282)(Q) >0,

poiché,
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e se W(Q) < Oalloraw—ez < 0in K' NIy
o(w — €z) P (w—ez)
® se T(Q) fOeT(Q) <0

alloraw — ez < 0in K' N I.

Verifichiamo ora che

0z 0%z
SQ=0 e $3(Q>0

Calcoliamo, peri =2,...,n
_ 2 ) _ 2 _ 2
Vz = (e ae® _ pman — 2ax3e wlx® gy xe ),

percid Vz(Q) = 0 e, di conseguenza,

0z
2(Q) = VzQ) s =0,

Possiamo affermare quindi che, se si verifica

AW =€) 3) 20 allora %—Z:(Q) > e%‘:(Q) 0.

0s
Calcoliamo ora D?z(Q). Presii,j =2,...,nconi # j,
0%z 2 2 0%z
22— —baxpe W 4 4aPxde T o 22 =0,
o2 1 1 22 (Q)
0%z 2 2 0%z
— = = 2axe P aplxy e o 22 (Q) =0
2 2 ’
ox? ! 0x?
0%z 2 2 0%z 2
- —2ux: —ax| 4 2.2, —a|x| o=« — _2ag.e Y1
Sx.9n, wx;e + 4" x7x5e = 52 (Q) agie
che sara non nullo per qualche i,
0%z 2 2 0%z
—4 o] -0
axiaxj “ X1xlx]e axiaxj Q)
Questo implica che
azz 2 t —ar? -
@(Q) = D*z(Q)s' - s = —4asie 1) _gis; >0,
i=2
e infine

2w 9%z

22 > e22(Q) >0
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