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Abstract: The Lorentz force, which is the force acting on a moving charge within an electromagnetic
field, is generally introduced in secondary school textbooks as an experimental result: its origin is not
deeply described since demonstrating it would require a good grasp of differential calculus. However,
the dependence of the Lorentz force on the charge’s velocity - and therefore on a specific reference
frame - leads to conceptual consequences, especially after studying the theory of relativity, which
are usually overlooked. Indeed, in a frame of reference moving with the charge itself, where the
velocity vector is zero, its origin remains unexplained. In the same paper where Lorentz derived the
expression for the force that bears his name, he also deduced the coordinate transformations that are
also named after him. Through these transformations, it is possible to explain in a simple manner
the emergence of the force detected by an observer moving with the charge, without resorting to
differential calculus. This paper thus highlights how the historical connection between the Lorentz
force and transformations simplifies the explanation of a complex phenomenon, showing how the
application of these transformations allows to calculate the electric field that determines the force
acting on a moving charge within a magnetic field, even in a frame of reference moving with the
charge itself.
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1. Introduzione

La forza di Lorentz agisce su una particella carica in movimento all’interno di un campo magnetico. La
sua espressione nella forma pil generale & F= q(E +V X E) ,dove E e B sono rispettivamente il campo
elettrico e magnetico, ¢ la carica della particella e ¥ la sua velocita.

A livello di scuola secondaria secondaria la forza di Lorentz & solitamente riferita al solo campo
magnetico, F= qv X B ed & introdotta o partendo dall’interazione tra un filo percorso da corrente e un
campo magnetico, come spiegazione microscopica della forza a cui ¢ soggetto il filo (ad es. Amaldi,
2020; Caforio & Ferilli, 2012; Fabbri et al., 2020) o per via sperimentale (ad es. Parodi et al., 2006;
Tipler, 1991); scelte entrambi coerenti con gli strumenti matematici in possesso degli studenti di scuola
secondaria, non ancora in grado di maneggiare il calcolo differenziale.

La configurazione pil frequentemente usata per descrivere 1’azione della forza di Lorentz ¢ quella di
un cursore, costituito da una piccola barretta metallica, che si muove con una velocita v all’interno di
un solenoide con asse perpendicolare sia alla direzione di v sia alla lunghezza maggiore della barretta
(Fig. 1a). Il passaggio di corrente nel solenoide genera un campo magnetico B che produce una forza
elettrica sulle cariche presenti nel cursore, detta appunto forza di Lorentz. Questa configurazione permette
di visualizzare facilmente i vettori interessati e di proporre uno schema di allestimento sperimentale
ipoteticamente realizzabile in laboratorio, ma pone un problema difficilmente risolubile nel quadro
dell’elettrodinamica classica: cosa accade se invece di essere il cursore a muoversi all’interno del
solenoide ¢ il solenoide stesso a muoversi con una velocita uguale a —v, la forza che agisce sulle cariche
della barretta ¢ la stessa?
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La risposta a questa domanda nell’ambito della teoria della relativita ¢ immediata, dopo aver dedotto
le trasformazioni che coinvolgono i campi elettrici € magnetici in funzione della velocita misurata nel
sistema di riferimento considerato, tuttavia le Indicazioni nazionali riguardanti gli obiettivi specifici di
apprendimento’ non prevedono, per nessun indirizzo di scuola secondaria, un approfondimento della
relativita ristretta fino a quel livello. In alternativa & possibile rispondere all’interno dell’elettrodinamica
classica seguendo il percorso storico compiuto da Hendrick Lorentz e adoperando la sua ipotesi di
contrazione reale delle dimensioni di un corpo che si muove con una certa velocita, minore di quella
della luce, rispetto ad un sistema di riferimento fissato universalmente. Ipotesi che propose nel 1892
nella prima memoria dedicata alla teoria degli elettroni (Lorentz, 1892), la stessa in cui derivo la forza
che porta il suo nome.

2. Inquadramento storico

Secondo la teoria di Maxwell le onde elettromagnetiche, e quindi la luce, si propagavano grazie alle oscil-
lazioni di un mezzo di supporto chiamato etere, questo mezzo doveva quindi circondare completamente
la Terra e riempire anche lo spazio. Uno dei dibattiti pitt accesi tra i fisici nella seconda meta del XIX
secolo riguardava il rapporto tra 1’etere e i corpi soggetti a interazioni elettromagnetiche in movimento
e in particolare il moto della Terra. Durante il suo moto, infatti, la Terra attraversava necessariamente
I’etere ma il comportamento di quest’ultimo non era ancora stato chiarito. Le ipotesi plausibili erano o
che I’etere rimanesse immobile, come trasparente al passaggio della materia, oppure che fosse trascinato
dal moto della Terra o di altri corpi. Nel primo caso doveva essere possibile rilevare, attraverso oppor-
tuni esperimenti, il moto relativo tra I’etere e i corpi in movimento, ma tutte le esperienze condotte,
in particolare quelle di Michelson-Morley (1887) e di Fizeau (1859) avevano mostrato che, se il moto
relativo esisteva, doveva essere molto piccolo rispetto a quello previsto teoricamente. Pertanto 1’etere o
era completamente trascinato, oppure lo era solo parzialmente. L’ipotesi di un trascinamento parziale era
supportata anche dalla determinazione da parte di Augustin Fresnel della velocita della luce all’interno
di un oggetto in moto con velocita v:

C C
Viuce = — +V(1 - _2) (21)
n n

dove n & 'indice dirifrazione dell’oggetto e (1--5) rappresenta il cosiddetto coefficiente di trascinamento,
cio¢ quanto, secondo Fresnel, I’etere partecipava per trascinamento al moto dell’oggetto (Whittaker,
1910, pp. 116-117).

Dopo un’approfondita analisi delle due ipotesi, Lorentz si convinse che 1’etere non potesse essere
trascinato, ma doveva rimanere immobile e trasparente al moto della Terra (Hirosige, 1969). La teoria
degli elettroni nacque in questo contesto, con I’obiettivo di spiegare il coefficiente di trascinamento di
Fresnel senza ricorrere all’ipotesi che 1’etere fosse trascinato, nemmeno in modo parziale:

Mi ¢ sembrato utile sviluppare una teoria dei fenomeni elettromagnetici basata sull’idea di una materia
ponderabile perfettamente permeabile all’etere e in grado di muoversi senza comunicare a quest’ultimo il
minimo movimento. Alcuni fatti dell’ottica possono essere invocati a sostegno di questa ipotesi e, benché
il dubbio sia ancora legittimo, € certamente importante esaminare tutte le conseguenze di questa visione.
Sfortunatamente, una difficolta molto seria si presenta sin dall’inizio. Come, infatti, ci si potrebbe fare

' “Lo studio della teoria della relativita ristretta di Einstein portera lo studente a confrontarsi con la simultaneita degli eventi, la
dilatazione dei tempi e la contrazione delle lunghezze; I’ aver affrontato I’equivalenza massa-energia gli permettera di sviluppare
un’interpretazione energetica dei fenomeni nucleari (radioattivita, fissione, fusione)”. Decreto MIUR 7 ottobre 2010, n. 211,
«Schema di regolamento recante “Indicazioni nazionali riguardanti gli obiettivi specifici di apprendimento concernenti le attivita
e gli insegnamenti compresi nei piani degli studi previsti per i percorsi liceali di cui all’articolo 10, comma 3, del decreto del
Presidente della Repubblica 15 marzo 2010, n. 89, in relazione all’articolo 2, commi 1 e 3, del medesimo regolamento”>»
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un’idea precisa di un corpo che, muovendosi all’interno dell’etere e attraversato quindi da questo mezzo,
¢ allo stesso tempo sede di una corrente elettrica o di un fenomeno dielettrico? Per superare la difficolta,
per quanto mi ¢ stato possibile, ho cercato di ricondurre tutti i fenomeni a uno solo, il pit semplice
di tutti, che non ¢ altro che il movimento di un corpo elettrizzato. Si vedra che, senza approfondire la
relazione tra la materia ponderabile e 1’etere, si puo stabilire un sistema di equazioni adatto a descrivere
cio che accade in un sistema di tali corpi. Queste equazioni si prestano a varie applicazioni, che saranno
trattate nei capitoli successivi, e ci forniranno una deduzione teorica del "coefliciente di trascinamento"
che Fresnel introdusse nella teoria dell’aberrazione. Bastera, in queste applicazioni, ammettere che tutti i
corpi ponderabili contengono una moltitudine di piccole particelle con cariche positive o negative e che
i fenomeni elettrici sono prodotti dal movimento di queste particelle. Secondo questa visione, una carica
elettrica & costituita da un eccesso di particelle con cariche di un segno determinato, una corrente elettrica
¢ un vero e proprio flusso di questi corpuscoli e, negli isolanti ponderabili, ci sara uno “spostamento
dielettrico” non appena le particelle elettrizzate in essi contenute vengono allontanate dalle loro posizioni
di equilibrio. (Lorentz, 1892, p. 432)

Tra le equazioni richiamate nel passo riportato, vi ¢ quella della forza agente su una particella carica
in movimento all’interno di un campo elettromagnetico. Lorentz derivo I’espressione di quella forza
partendo dal principio di D’Alembert combinato con il principio dei lavori virtuali, che per una singola
particella di massa m ¢

_dmv) d ‘ B _d
Z(Fds)— 7 6s-dt(mv ds) —mv dt&s 2.2)

dove I'ultimo termine ¢ la variazione dell’energia cinetica della particella, indicata con 67, e la quantita
my - §s rappresenta la variazione dell’energia cinetica per effetto dello spostamento 6 , indicata 6 T .
Ponendo %& = 0A, ’equazione 2.2 assume la forma

d
0A = —6T - 6T 23
7 (2.3)
Lorentz, seguendo Maxwell (1873, p. 251), attribui all’energia cinetica il valore T = ZIEI?I . B, dove

H e B sono i vettori induzione e campo magnetico.

Per una particella carica con una velocita v all’interno di un campo elettromagnetico, ¢ la differenza tra
la variazione dell’energia potenziale del sistema e il lavoro fatto dalla forza elettromagnetica che agisce
sulla particella: 6A = 6U — F¢s. Come energia potenziale Lorentz assunse una funzione quadratica dello
spostamento elettrico D, U= 2—1605 ‘De dunque, dato che lo spostamento ds di una carica g provoca la
variazione 6D = gds, la variazione dell’energia potenziale del sistema a seguito dello spostamento della
particella ¢ oU = ZLEODqéS, da cui

1
SA = —qgDés — Fés (2.4)
26()

Infine, attraverso le equazioni di Maxwell, arrivd a concludere che 6T = g(V X E)és e ol =0.
Sostituendo 0A, 6T e §'T nella 2.4 ricavd

1 -
—qD6s — Fés = q(Vv X B)ds (2.5)
€0

e, ponendo D = €E, si ha I’espressione F = g(E + v x B).” Nella stessa memoria, poche pagine piil
avanti, Lorentz introdusse la trasformazione di coordinate

2 Per una trattazione puntuale della derivazione fatta da Lorentz con una notazione moderna si rimanda a Hirosige, 1969.



384 A. Battocchio

X = —x (2.6)

con I’obiettivo di mostrare come 1’equazione di un’onda elettromagnetica che si propaga all’interno di
un mezzo in movimento con velocita v lungo una determinata direzione x

( VR SY S SY &Y 18T

+ + +— -—= 2.7
) ox2  6y?  6z2 2 oxdt 2 61 @7

c2

¢ riconducibile all’equazione di un’onda in un mezzo fermo

A L A R W ¢
+ + =

_ 2.8
ox2  oyr 6z 2 6t (2.8)

La trasformazione 2.6, scritta da Lorentz nella forma generale

U=

—(xa—x8)*+(ya—yp)*+ (24— 28)° (2.9)

c2

dove A e B sono due punti qualsiasi di un corpo in moto, rappresenta una contrazione della distanza
I = AB lungo la direzione x del moto, a cui il fisico olandese non attribui inizialmente un significato reale;
rappresentava solo un artificio matematico che gli permetteva di dedurre la velocita di propagazione di
un’onda elettromagnetica in un corpo in movimento, sotto le ipotesi della teoria degli elettroni, senza
considerare I’effetto di trascinamento dell’etere da parte del corpo.

Tre anni prima, George Fitzgerald aveva gia tentato di spiegare il risultato dell’esperimento di
Michelson-Morley tramite una contrazione:

Il risultato [dell’esperimento di Michelson-Morley] sembra in contrasto con altri esperimenti che mostrano
come 1’etere nell’aria puo essere trascinato solo in misura impercettibile. Suggerirei che 1’unica ipotesi
che puo conciliare questo contrasto & che la lunghezza dei corpi materiali cambi, a seconda che si muovano
attraverso 1’etere o trasversalmente ad esso, di una quantitd che dipende dal quadrato del rapporto tra
la loro velocita e quella della luce. Sappiamo che le forze elettriche sono influenzate dal moto rispetto
all’etere dei corpi elettrificati e sembra una supposizione non improbabile che le forze molecolari siano
influenzate dal moto e che le dimensioni di un corpo si alterino conseguentemente. (Fitzgerald, 1889)

Lorentz, ricalcando la medesima spiegazione di Fitzgerald sulla dipendenza delle forze molecolari dei
corpi dal moto di questi rispetto ad un etere fisso, pochi mesi dopo la pubblicazione della prima memoria
sulla teoria degli elettroni, affermo, in una seconda nota, che non era inconcepibile un cambio delle
dimensioni reali dei corpi, conferendo alla contrazione introdotta per via matematica una realta fisica:

Da cosa sono determinate la grandezza e la forma di un corpo solido? Apparentemente dall’intensita

delle forze molecolari; qualsiasi causa che le modifichi influirebbe anche sulla forma e sulle dimensioni.

Oggi possiamo presumere che le forze elettriche e magnetiche agiscano tramite I’intervento dell’etere.

Non ¢ irragionevole supporre lo stesso per le forze molecolari, ma allora puo fare la differenza se la linea

di congiunzione di due particelle di materia, che si spostano insieme attraverso 1’etere, ¢ parallela alla

direzione del movimento o perpendicolare ad essa. Si comprende facilmente che non ci si pud aspettare
v v

un’influenza dell’ordine 7, ma un’influenza dell’ordine C—z non ¢ esclusa, ed ¢ proprio quello di cui
abbiamo bisogno. (Lorentz, 1893)

Nel 1904 Lorentz sviluppo ulteriormente la sua teoria degli elettroni e dei fenomeni elettromagnetici dei
corpi in movimento, caratterizzata da una reale contrazione degli oggetti in moto rispetto ad un sistema
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di riferimento assoluto coincidente con quello dell’etere, e formulo le trasformazioni di coordinate
complete che portano il suo nome. La teoria della contrazione di Lorentz anticipo0 la teoria della relativita
di Einstein e, grazie a essenziali correzioni apportate da Poincaré, pud essere considerata ad essa
empiricamente e predittivamente equivalente (Janssen, 2002). Per diversi motivi, alcuni di natura pil
filosofico-estetica che strettamente fisica (Acufia, 2014), ha prevalso la teoria di Einstein ed oggi la teoria
di Lorentz ¢ ricordata solo a livello storico, ma da un punto di vista didattico potrebbe essere ancora molto
efficace perché basata su un sistema di riferimento assoluto e su uno spazio-tempo euclideo, elementi
che facilitano la spiegazione di alcuni fenomeni senza un radicale cambio di paradigma rispetto alla
meccanica newtoniana e all’elettrodinamica classica. Ad esempio, utilizzando la contrazione di Lorentz
come da lui descritta nelle prime due memorie del 1892 e 1893, si pud rispondere compiutamente alla
domanda posta nell’introduzione ed illustrata nella seguente proposta didattica: quale forza agisce sulle
cariche presenti in un cursore inserito all’interno di un solenoide che si muove con velocita —v?

La proposta permette inoltre di comprendere operativamente ’unicita del campo elettromagnetico e
la trasformazione reciproca di E e B:

vy =v(Ey -VvB;) By, =vy(By - VE;) cony = —

=Y(E; - VBy) B, =vy(B; - VEy)

3. Proposta didattica

Si consideri un solenoide conduttore di lunghezza L formato da n spire quadrate di lato /. La densita di
carica elettrica su un lato della spirae p = (A1), dove g & la quantita di carica totale presente nel tratto di
filo che compone la spira e A ¢ la sezione del filo. Quando la spira & percorsa da una corrente Z, all’interno
del solenoide si genera un campo magnetico B, uscente dal foglio in Fig. 1a, di intensita paria B = yO”T'i

Se all’interno del solenoide ¢ posto un cursore di materiale conduttore che si muove con una velocita v
perpendicolare al campo B, le cariche elettriche presenti nel cursore sono soggette ad una forza di Lorentz
F, che separa le negatlve dalle positive, creando un campo elettrico E, perpendicolare a v e a B, dato da
E= q ,con F = q(v x B) I valori scalari di F e di E sono quindi rispettivamente F' = gvB e E = vB.

Se invece ¢ la spira percorsa dalla corrente i a muoversi con una velocita v, in verso opposto al caso
precedente, e il cursore ¢ fermo all’interno del solenoide (Fig. 1b), per la contrazione di Lorentz la
lunghezza dei due lati della spira paralleli alla velocita ¢ /* = yl. La differente lunghezza del lato della
spira modifica anche la densita di carica p. Con riferimento alla Fig. 1b, la densita di carica positiva,
dovuta agli ioni sui lati superiore e inferiore della spira € uguale a

2

p+:#:p(1+2‘)_2) (3.1)
2 C
A1-2

La densita di carica negativa, invece, ¢ deterrminata sul lato superiore dagli elettroni che si muovono in
senso orario con una velocita di deriva u, opposta alla velocita v della spira, e sul lato inferiore dagli
elettroni che si muovono con velocita u concorde a quella della spira. La densita di carica per i due lati,

superiore e inferiore, & dunque diversa®:

3p approssimazione deriva dallo sviluppo in serie di Taylor dei due valori di Psup © pi_nf arrestato al secondo ordine e dall’aver

trascurato il termine u2 nello sviluppo di (v + u)2.
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Fig. 1: (a) Cursore in moto all’interno di un solenoide fermo. (b) Cursore fermo all’interno di un solenoide in moto.

Sul lato superiore della spira si ha quindi una densita di carica positiva che eccede la densita di carica
negativa e viceversa per il lato inferiore:

2 2
V ve = 2uy uv
A = t_ T = 1+—— 1+—: _—
psup=p"—p  =p(l+ =) —p( 2 V=P
v2 vZ + 2uv uv
_ - _ _
Apinf =Pt =pm=pllegm) —plle 50 =rig

Considerando ora il solenoide nella sua interezza, i lati superiore e inferiore, composti da n spire, possono

essere visti come le facce di un condensatore piano con una carica totale Q = ‘”:#

Il campo elettrico all’interno di un condensatore piano ¢ dato da E = e%’ dove S ¢ la superficie
della piastra del condensatore che, nel caso delle due facce della spira, € S = [*L; quindi all’interno del
solenoide si genera un campo elettrico

uv 1
E = =qgn— 3.2
EQZ*L 4 C2 E()l* ( )
Dato che il campo magnetico nel solenoide ¢ B = W e la corrente i = ql—”, si puo sostituire il
rapport § = l%éu nell’equazione :
uv Bl 1
E = 3.3)

- qgﬂoqu €ol*
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Procedendo poi con le opportune semplificazioni e tenendo presente che ¢* = #ﬂo el*=11- Z—; si
ottiene:
uB v2
E=q———=vB(1+ = (3.4)
-2 2c
2

cio¢ un campo elettrico diretto dall’alto verso il basso in fig. 1b, con un valore che, per v < ¢, ¢ pari
in prima approssimazione a £ = vB.

A questo campo elettrico ¢ sottoposto il cursore fermo le cui cariche saranno attratte dalle piastre
del condensatore di segno opposto con una forza F = gE = gvB, che ¢ esattamente la forza di Lorentz
(Liiders & Pohl, 2018, pp. 132-135).

4. Conclusioni

Nonostante la teoria di Lorentz sia stata superata dalla teoria della relativita di Einstein, se non proprio
dalla relativita ristretta, verso cui mantiene un’equivalenza formale, certamente dalla relativith generale,”
essa conserva tuttora un valore storico e didattico di primo piano. Dal punto di vista storico il suo
studio permette di inserire il tema della relativitd in un continuum scientifico, risolvendo i problemi della
teoria di Maxwell legati all’elettrodinamica dei corpi in movimento, senza modificare la geometria dello
spazio-tempo. Proprio questa caratteristica & il maggior pregio della contrazione di Lorentz dal punto di
vista didattico, perché fornisce delle spiegazioni ai fenomeni che gli studenti possono afferrare rimanendo
nel quadro di riferimento della meccanica classica. La proposta didattica presentata ne ¢ un esempio,
completa la spiegazione di come agisce la forza di Lorentz quando le cariche che subiscono la forza si
trovano in un corpo fermo all’interno di un campo magnetico generato da una sorgente in moto; inoltre i
semplici calcoli proposti conducono operativamente alle trasformazioni del campo magnetico in campo
elettrico e viceversa. I fenomeni che possono essere analizzati mediante la teoria della contrazione di
Lorentz, senza il ricorso a concetti controintuitivi, coprono in linea di principio tutta la relativita ristretta,
ma sarebbero sufficienti anche soltanto quelli contenuti nelle Indicazioni nazionali per ipotizzare di
sostituire, esclusivamente a scopo didattico, la teoria della relativita ristretta con la piu intuitiva teoria
della contrazione di Lorentz’, introducendo le deformazioni geometriche dello spazio-tempo solo in
occasione della relativita generale, quando anche ’azione a distanza, altro concetto fondamentale della
meccanica newtoniana, viene sostituita da un campo gravitazionale descritto dal tensore metrico.
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